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Abstrakt

Zgodnie z tytuªem poni»sza praca ukazuje obserwacje i podo-
bie«stwa dwóch typów procesów stochastycznych:

1. teoretycznego: proste bª¡dzenie losowe (symetryczne i
Bernoulliego)

2. oraz rzeczywistego: szeregi czasowe utworzone z gieªdowych
danych rzeczywistych

w ±wietle Teorii Warto±ci Ekstremalnych (TWE). W ramach
pracy w j¦zyku JAVA zostaª utworzony program symulu-
j¡cy proste bª¡dzenie losowe. Dokonano teoretycznych opi-
sów rozkªadów warto±ci ko«cowych i wychyle« maksymalnych
w funkcji liczby kroków oraz prawdopodobie«stwa pój±cia
w prawo. Dodatkowo, przedstawiono rozkªad warto±ci mak-
symalnych b¦d¡cy w zgodzie z podstawowym twierdzeniem
TWE. Powy»sze rozwa»ania teoretyczne zostaªy poparte sy-
mulacjami dokonanymi w programie oraz potwierdzone testa-
mi χ2 i r2.
W drugiej cz¦±ci pracy zaj¦to si¦ porównaniem bª¡dzenia lo-
sowego z gieªdowymi szeregami czasowymi. Analizowano hi-
stogramy dziennych i ci¡gªych stóp zwrotu oraz maksymal-
nych stóp zwrotu szeregów czasowych indeksu WIG-20 oraz
spóªek KGHM i �ywiec. Zastosowanie praw skalowania po-
zwoliªo na zaobserwowanie grubych ogonów nie tylko na hi-
stogramie stóp zwrotu modelowanym rozkªadem normalnym,
ale tak»e na histogramie maksymalnych stóp zwrotu modelo-
wanym funkcj¡ Gumbela. Ponadto badano zale»no±¢ niepew-
no±ci (odchylenia standardowego) w funkcji horyzontu (prze-
dziaªu) czasowego zmiennych utworzonych z prostego bª¡dze-
nia losowego oraz z danych rzeczywistych (σ ∼ τa). Dzi¦-
ki symulacji wyznaczono numerycznie wykªadnik teoretyczny
ateoria = 0.5 i porównywano go z warto±ciami wyznaczonymi
z szeregów rzeczywistych.

Wprowadzenie

Niepewno±¢ ruchów gieªdowych od lat byªa przedmiotem bada« na-
ukowców. Jednym z procesów stochastycznych symuluj¡cych �uktu-
acje na gieªdzie jest proste bª¡dzenie losowe. Ta praca miaªa na celu
porównanie ró»nych wªa±ciwo±ci obu tych procesów, ze szczególnym
uwzgl¦dnieniem warto±ci maksymalnych. Pierwszym porównaniem by-
ªo zestawienie rozkªadu warto±ci (poªo»e«) ko«cowych prostego bª¡dze-
nia losowego symetrycznego z histogramem stóp zwrotu. Drug¡ cech¡
porównywan¡ byªy rozkªady poªo»e« maksymalnych z rozkªadem mak-
symalnych stóp zwrotu. Ostatnim porównaniem byªo zestawienie nie-
pewno±ci (odchylenia standardowego) odlegªo±ci poªo»e« w bª¡dzeniu
losowym z niepewno±ci¡ stopy zwrotu w funkcji horyzontu czasowego.

Rozkªady stóp zwrotu

W ramach pracy powstaª program w j¦zyku JAVA, generuj¡cy rozkªady
warto±ci ko«cowych oraz wychyle« maksymalnych (zasi¦gu) prostego
bª¡dzenia losowego Bernoulliego. W programie mo»na byªo regulowa¢
prawdopodobie«stwo pój±cia w prawo, liczb¦ kroków oraz liczb¦ itera-
cji. Zgodnie z zaªo»eniami teoretycznymi, potwierdzonymi przez symu-
lacje w programie, do rozkªadu warto±ci ko«cowych bª¡dzenia Berno-
ulliego mo»na dopasowa¢ g¦sto±¢ rozkªadu normalnego w funkcji liczby
kroków, prawdopodobie«stwa pój±cia w prawo oraz liczby obserwacji:

P(Sn = x) =

{
1√

2πnp(1−p)
exp(−(x−n(2p−1))2

8np(1−p) ) dla x ∈ {−n,−n + 2, .., n}
0 dla x ∈ {−n + 1,−n + 3, .., n− 1}.

(1)

gdzie Sn to suma kroków, p to prawdopodobie«stwo pój±cia w prawo, n to liczba
iteracji. Poni»ej widnieje histogram warto±ci ko«cowych poªo»enia w skali propor-
cjonalnej i póªlogarytmicznej dla prawdopodobie«stwa pój±cia w prawo p = 0.5, 50
kroków i 106 iteracji.
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Bior¡c pod uwag¦ powy»sze do rzeczywistych danych tak»e dopasowano rozkªad
normalny. Obserwowano dzienne stopy zwrotu indeksu WIG-20 z lat 1994-2009, a
nast¦pnie zgodnie z zasadami statystycznymi utworzono histogramy tych stóp.
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Histogram wystąpienia stopy zwrotu indeksu WIG-20

Porównuj¡c histogram rzeczywistych stóp zwrotu z tym wygenerowanym z prostego
bª¡dzenia losowego daje si¦ zauwa»y¢ leptokurtyczne �grube ogony�, czyli warto±ci
maksymalne o wiele bardziej prawdopodobne ni» zakªada to model dany równa-
niem (1).

Rozkªady maksymalnych stóp

zwrotu

Praca korzystaªa z Teorii Warto±ci Ekstremalnych (TWE). Przy omawianiu TWE
warto przytoczy¢ tu podstawowe dla tej teorii twierdzenie. Je»eli zmienne losowe
X1, X2, .., XN s¡ typu i.i.d. (s¡ niezale»ne oraz pochodz¡ z identycznego rozkªadu),
to przy N → ∞ do empirycznej dystrybuanty utworzonej z warto±ci ekstremalnych
tych zmiennych mo»na dopasowa¢ jedn¡ z trzech funkcji:

Fµ(x) = exp(−x−µ) dla x ≥ 0 i 0 dla x < 0 (µ > 0); (2)

Wµ(x) = exp(−(−x)−µ) dla x ≤ 0 i 0 dla x > 0 (µ < 0); (3)

G(x) = exp(−e−x) dla x ∈ R. (4)

Dystrybuanty nios¡ nazwy odpowiednio: Frecheta, Weibulla oraz Gumbela. Jako,
»e w pracy wykorzystuje si¦ tylko trzeci¡ funkcj¦, trzeba wyprowadzi¢ jej g¦sto±¢
pradopodobie«stwa. Ró»niczkuj¡c (4) otrzymuje si¦:

g(x) = exp(−e−x) · e−x. (5)

Ponadto, aby móc modelowa¢ t¡ funkcj¡ rozkªady rzeczywiste nale»y wzbogaci¢
powy»szy wzór o parametry: poªo»enia µ i skali σ:

gµ,σ(x) =
1

σ
exp(−e−(x−µ)/σ) · e−(x−µ)/σ. (6)

Pocz¡tkowo u»yto tego wzoru do modelowania histogramu warto±ci maksymalnych
zmiennej:

Kl = max{Si
n : 1 ≤ i ≤ l} dla l ∈ N, (7)

czyli maksymalnego poªo»enia ko«cowego z l kolejnych iteracji prostego bª¡dzenia
losowego. Otrzymane wyniki w skali proporcjonalnej i póªlogarytmicznej prezentuj¡
si¦ poni»ej:
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Asymptota

Rozkład położeń maksymalnych (zmiennej Kn) - BŁĄDZENIE LOSOWE

Nast¦pnie zbadano rozkªad maksymalnych ci¡gªych (jednostk¡ czasu jest 15 se-
kund) stóp zwrotu indeksu WIG-20. Pogrupowano je w jednominutowe okre-
sy (4 warto±ci co 15 sekund) i wybierano spo±ród nich warto±ci maksymalne.
Wyniki w skali proporcjonalnej i póªlogarytmicznej s¡ przedstawione poni»ej:
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Powy»sze wykresy przedstawiaj¡ histogram empiryczny oraz dopasowanie funkcj¡
(6). Na skali podwójnie logarytmicznej wyra¹nie wida¢ charakterystyczny "gruby
ogon", co oznacza, »e warto±ci maksymalne na Warszawskiej Gieªdzie s¡ bardziej
prawdopodobne ni» zakªada to funkcja Gumbela.

Niepewno±¢ w funkcji horyzontu

czasowego

Trzeci¡ porównywan¡ cech¡ byªa niepewno±¢ stopy zwrotu (odchylenie standardo-
we) w funkcji przedziaªu czasowego. Oznaczaj¡c za s(t) poªo»enie punktu w chwili
t, a za s(t+ τ ) poªo»enie punktu w chwili t+ τ , wprowadzamy now¡ zmienn¡ cτ(t):

cτ(t) ≡ s(t + τ )− s(t) dla t ∈ {0, 1, 2, .., n− τ}, (8)

gdzie τ ∈ {1, 2, .., n}, a n to liczba kroków. W przypadku prostego bª¡dzenia lo-
sowego symetrycznego zale»no±¢ mi¦dzy odchyleniem standardowym zmiennej c a
horyzontem czasowym ma wzór:

lnσ[cτ ] = a · ln τ. (9)

Przeprowadzono symulacj¦ w celu sprawdzenia powy»szej zale»no±ci - wyniki s¡
przedstawione poni»ej w skali logarytmicznej i podwójnie logarytmicznej:
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Z wykresu wida¢, »e nachylenie w skali podwójnie logarytmicznej jest równe 0.5, co
potwierdza teori¦. Ponadto wykonano podobne obliczenia dla rzeczywistych szere-
gów czasowych. Stopa zwrotu po czasie τ wynosi:

rτ(t) ≡ ln
b(t + τ )

b(t)
= I(t + τ )− I(t) dla t ∈ {1, 2, .., n− τ}, (10)

gdzie b(t) to warto±¢ indeksu w chwili t a I(t) ≡ ln(b(t)). W przypadku gieªdowych
danych rzeczywistych dopasowano funkcj¦ wzbogacon¡ o parametr b:

σ[rτ ] = eb · τ a, (11)

Poni»sze wykresy pokazuj¡ zale»no±¢ odchylenia w funkcji horyzontu czasowego:
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Odchylenie standardowe w funkcji horyzontu czasowego dla WIG-20

0 1 2

ln[ τ ] 

-4,5

-4

-3,5

-3

-2,5

ln
[ 

σ
(r

) 
]

Dane z giełdy
Model dopasowany wzorem (11)
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Odchylenie standardowe w funkcji horyzontu czasowego dla Żywiec
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Odchylenie standardowe w funkcji horyzontu czasowego dla Żywiec

Parametr a z dopasowa« do danych rzeczywistych w przypadku indeksu WIG-20
wyszedª zbli»ony do wspóªczynnika teoretycznego (a = 0.50), a dla spóªki �ywiec
odbiega od wykªadnika teoretycznego o 20% (a = 0.41).

Konkluzje

Powy»sza praca udowadnia, »e teoria warto±ci maksymalnych ma zastosowanie do
prostego bª¡dzenia losowego. Ponadto udaªo si¦ zaobserwowa¢ "grube ogony" na
histogramie warto±ci maksymalnych stóp zwrotu danych rzeczywistych. Po trzecie
potwierdzono, »e niepewno±¢ w funkcji horyzontu czasowego w skali podwójnie lo-
garytmicznej ro±nie liniowo, a dla niektórych spóªek warto±¢ nachylenia jest bardzo
bliska nachyleniu zaobserwowanemu przy prostym bª¡dzeniu losowym Bernoulliego.
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