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Prezentowana praca korzysta z formalizmu matematycznego, ktory zostal
wypracowany przez fizykéw. Jego zaleta jest duzy stopienn ogolnosci, bardziej
»przystajacy” do rzeczywistosci niz funkcje ciagle nawet rézniczkowalne, jak si¢
czesto zaklada w rozwazaniach teoretycznych. Rzeczywisto$¢ nie wymaga tak silnych
zalozen, jest bardziej zlozona. Dlatego dystrybucje bardzo dobrze opisuja procesy
fizyczne (i nie tylko) 1 w niniejszej pracy zastosowano je do matematyki finansowej,
wraz z interpretacja otrzymanych zwigzkéw.

Podstawa rozwazan jest rownanie opisujace zmiang kapitatu w czasie

dk(7)
—— =r(0)k(t) + h(1)
dt

Gdzie:

k— kapitat

r — chwilowa stopa procentowa

h — strumien wptat (wyptat)

rk - strumien odsetek

pochodna kapitatu — strumien kapitalu

Poszukiwanie rozwigzan w klasie funkcji rézniczkowalnych prowadzi do mato interesujacych
rozwigzan, przynajmniej z praktycznego punktu widzenia. W rzeczywistych procesach
inwestycyjnych mamy do czynienia z nieciagtymi wptatami h, a nawet nier6zniczkowalnymi.
Wymusza to poszukiwania rozwigzan w klasie obiektow innych niz funkcje. Stad pojawia si¢
koncepcja traktowania rownania jako rownania dystrybucyjnego. Jednak pewnym
mankamentem jest fakt, ze nie ma dobrze okreslonego iloczynu dystrybucji, dlatego stopa
zmian musi by¢ funkcjg gtadka, odstepstwo od tego zatozenia moze pojawic si¢ jedynie w
konkretnym przypadku rozwigzania.

Rozwazmy przestrzen funkcji ¢ okreslonych na R klasy C* majacych zwarty no$nik
suppg, tzn. domkniecie zbioru {t € R: ¢(7) = 0} jest ograniczone i domkniete. Zbieznos¢
okreslamy nastepujaco. Ciag ¢,, zbiega do ¢ jesli:

1. Istniej taka liczba rzeczywista R, ze dla wszystkich k zachodzi: suppg, < K(0,R),
gdzie K (0, R) jest kulg otwartg o srodku w zerze;

dj(Pn

dtJ

2. Ciag pochodnych zbiega jednostajnie do % dla dowolnego j.




Rozwazana przestrzen liniowa funkcji wraz z powyzej okreslong zbiezno$cig nazywa si¢
przestrzenig funkcji probnych o zwartym nos$niku i oznacza sie symbolem D(R).
Zdefiniowana przestrzen odgrywa role analogiczng do dziedziny funkcji. Przyjmujemy
definicje: Przestrzenig dystrybucji D'(R) nazywaé bedziemy przestrzen wektorowa
funkcjonatoéw liniowych ciggtych okreslonych na D(R).

W dalszej cze$ci pracy zajmiemy sie dystrybucjami temperowanymi S'(R), dla
ktorych przestrzeniag funkcji probnych jest przestrzen Schwartza S(R), ktorej elementami sa
funkcje gladkie dazace do zera przy |t| — oo szybciej od dowolnej potegi |7| 1. Wiadomo, ze
zachodzi inkluzja:

D(R) c S(R)
zatem dla funkcjonatéw liniowych ciaggltych (przestrzenie dualne) spetniony jest warunek:
S'(R) c D'(R). Wida¢ wigc, ze poczatkowe rozwazania dotyczg obiektdOw z przestrzeni
,wiekszej”. Zmienna t jest zmienng w przestrzeni funkcji probnych.

Korzysci z rozwazania réwnania dystrybucyjnego:
$ Mozna opisac szeroka klase roznych procesow ksztattowania si¢ kapitatu w jednolity
sposob, jednym formalizmem,
$ Opisuje rowniez nieciggle, nierézniczkowalne zmiany kapitatu, a wiec procesy blizsze
rzeczywistosci,
$ Kapitat jest obiektem nielokalnym w czasie, podobnie jak dystrybucja, jego zmiana
wymaga czasu,
$ Istniejg elementarne przyczyny zmiany kapitatu - inwestycje elementarna
(rozwigzanie podstawowe),
$ Kapitat ksztaltowany w dowolnym procesie daje si¢ przedstawi¢ w postaci
superpozycji inwestycji elementarnych,
Pojawia si¢ przyczynowos$¢ majaca interpretacje finansowa,
W naturalny sposob pojawia si¢ transformata Laplace’a (wersja ciagla 1 dyskretna)
wyrazajaca kapitatl ksztattowany wptatami zaleznymi od czasu poprzez stope wzrostu
(procentow3),
$ Transformata Laplace’a zadaje zwigzek pomiedzy ciggtym i dyskretnym opisem

“+ FH

zmian kapitatu (rownania r6zniczkowe — rOwnania roznicowe),

Rozwigzania podstawowe G (7, 7") spetniajg rOwnania
dG(t,t")

dt
gdzie & jest deltg Diraca, a T’ spelnia role parametru. Znak plus minus dotyczy odpowiednio

=r(1)G(r,7) +6(r—1)

wplaty 1 wyptaty jednostkowe;.

Jezeli potrafimy znalez¢ rozwigzanie G(t,t") to tatwo zauwazy¢, iz mozna do niego dodaé
dowolne rozwigzanie rownania jednorodnego (h = 0) i suma tez bedzie spetniata rownanie
Wilasno$¢ ta pozwala znajdowaé rozwigzania podstawowe spetniajagce zadane z gory warunki
poczatkowe, wtedy zwykto si¢ nazywac rozwigzania podstawowe funkcjami Greene’a.

Jezeli znamy G (7,1"), to 0gélnym rozwigzaniem wyj$ciowego rownania jest:




+00
k(r) = k;(z) + f G(t,t)h(r")dt

Gdzie pod catkg mamy do czynienia z iloczynem prostym dystrybucji. Sktadnik z catkg
opisuje szczegolne rozwigzanie rdwnania rézniczkowego i ono bgdzie przedmiotem dalszej
analizy. Jego interpretacja inwestycyjna jest nastepujaca:
Kapital k(t) zadany w chwili 7 jest superpozycja infinitezymalnych wptat o wartosci h(t")dt’
dokonywanych w chwilach 7', kazda z nich wnosi przyczynek do kapital k(7) z
»waga” G(t,7"), ktora wyraza niejednakowe wklady, jakie na kapital wywieraja wptaty
dokonywane w roznych chwilach czasu.
Nakladajac r6zne warunki na funkcje G(t,7’) znajdujemy rozwigzania opisujace rdzne
procesy ksztattujace kapital. Przyczynowos¢ pojawia sie, gdy zazadamy okre$lonej relacji
pomigdzy chwilami wplat 7' i chwilami, w ktérych wyznaczamy kapital, May dwie
mozliwosci:
Whplaty/wyptaty sa wczesniejsze w stosunku do momentu wyznaczania kapitatu — przyszia
wartosc,
Whlaty/wyptaty sa pdzniejsze w stosunku do momentu wyznaczania wartosci kapitatu —
warto$¢ biezaca (dyskontowanie).
W konsekwencji otrzymujemy cztery rozwigzania podstawowe dla jednostkowych wptat i
wyplat — rozwigzania opdznione (fiz.: retardowane) i przedwczesne (fiz.: adwansowane), a
mianowicie:
Rozwigzanie op6znione wplat — przyszta warto$¢ jednostkowej wptaty

Wptata =1

G,(1,7) =0(t— T')ef:'r(t)dt

Kapitat =0
7' T
Rozwigzanie przedwczesne wplat — biezaca wartoS¢ przysztego debetu pokrytego
jednostkowg wptatg
T T’
G.(t,7)=-0(" — r)efrfr r(t)at Kapitat = 0

Wptata =1

Rozwigzania op6znione wyptat — przyszta wartos¢ jednostkowego debetu




T T

»
»

Kapitat = 0 N G+ (T, 1_") =—-0(t — T')ef:l r(tat
Wytata =1

Rozwigzanie przedwczesne wyptat — biezgca wartos$¢ przysztej jednostkowej wyptaty

Wplata=1

G_(1,7") = O(7' — T)elnm®dt Kapitat = 0

»
»

Z matematycznego punktu widzenia otrzymane rozwigzania majg prosta symetri¢
,,odziedziczong” z roéwnania i wynikajgca z interpretacji wyptaty, jako ujemnej wptaty. Nie
mniej jednak z interpretacyjnego punktu widzenia nalezy rozpatrywaé je oddzielnie gdyz
maja zupelnie inne znaczenie finansowe — debet i lokata inaczej ksztaltuja stan inwestycji
(rachunku).
Rozwazmy rozwigzania dla wplat, woéwczas tatwo pokaza¢, ze kombinacja liniowa rozwigzan
podstawowych G i G_ w postaci:
G.(t,7)=cGi(1, 7))+ (1 = )G_(7,T")
Spetnia rownanie dla jednostkowej wptaty dokonanej w chwili 7', co oznacza, ze warto$¢
kapitatu w chwili 7 jest kombinacja liniowg rozwigzan opisujacych lokaty G, i debety G_.
Warto$¢ wspotczynnika ¢ moze by¢ dowolna, nie koniecznie dodatnia.
Mozna zauwazy¢, ze dystrybucja:
G;(r,7) =G (1, 7) — G_(7,7)
Spelnia rownanie jednorodne opisujgce stan rachunku na ktérym w chwili 7 dokonano dwoch
rownoczesnych operacji: wplaty jednostkowej G, (t,7') i jednostkowej wyplaty —G_(t, 1),
dlatego spelnia ono rownanie w ktorym nie ma zewnetrznych czynnikow ksztaltujacych
kapital, zmienia si¢ on jedynie pod wptywem stopy zmian r(7), bedaca czynnikiem
wewngetrznym zwigzanym z dynamika ksztattowania si¢ kapitatu. Rozwigzanie podstawowe
G, mozna zapisa¢ w postaci:
G.(t,7) =G6_(1,7) + C(G+ (,7") — G_(x, T'))
lub
G.(t,7) =G, (1, 7))+ (c — 1)(G+ (r,7) — G_(x, T'))




Wyrazaja one soba znang wiasnos¢, ze do rozwigzania podstawowego mozna dodad
rozwigzanie réwnania jednorodnego (wyrazenie w nawiasie), co pozawala spelni¢ zadane
warunki poczatkowe. Powyzsze przedstawienia ,.eksponuja” rozwigzanie przedwczesne
(pierwszy przypadek) lub opoznione (drugi przypadek). Wyrazenie w nawiasie pomnozone
przez stalg jest ogdlnym rozwigzaniem réwnania jednorodnego. Analogiczny rozktad mozna
zapisa¢ dla funkcji Greene’a réwnania z wyptatami.

Zajmiemy si¢ ilustracja zastosowania powyzszego formalizmu wraz z interpretacja rozwigzan
pojawiajacych si¢ przy konkretnych wptatach lub wyptatach h(t), ktéorych nie mozna
otrzyma¢ rozwazajac rownanie w klasie funkcji (ré6zniczkowalnych). Ostateczne rozwigzanie
zalezy od postaci funkcyjnej stopy zmian r(7), o ktorej musimy zalozy¢, ze jest funkcja
gladka, aby jej iloczyn r(t)k(t) z dystrybucja k() byt dobrze okreslony. Ponizsze przyktady
beda dotyczyly rozwigzan zadawanych dystrybucjami: G, (przyszta warto$é¢ kapitatu) i G_
(biezaca wartos¢ kapitatu).

Przyktad 1 (Pojedyncze wplaty)
Rozwazmy ciag pojedynczych wptat o warto$ciach k; dokonywanych w chwilach t;, strumien
h(t) ma wowczas postac:

h(o) = z kS (r —t)

Mozna pokaza, ze taki cigg dystrybucji jest zbiezny w przestrzeni D'(R), co jest
konsekwencja faktu, ze funkcje probne maja zwarty nosnik.

Poniewaz rozwigzania podstawowe spelniajg rownanie z pojedyncza delta Diraca, a same
rébwnanie jest liniowe, zatem szczeg6lne rozwigzania generowane funkcjami Greene’a
mozemy od razu zapisa¢, w szczegdlnosci otrzymujemy:

r(t)dt

+00
k(1) = Z k,O(T — t;,)e

Ze wzgledu na warto$ci funkcji Heaviside’a suma ,,wybiera” tylko chwile czasu ¢t;
wezesniejsze 0d 7, tylko one maja wpltyw na przyszta wartos¢ kapitatu.
Natomiast rozwigzanie zadawane funkcjg G_ (dyskontowanie) bedzie miato posta¢:

+00
k(1) = Z ki©(t; — T)eftir(t)dt

Tym razem na wartos$¢ kapitatu w chwili T maja wptyw jedynie chwile t; pdzniejsze od T,
gdyz one decydujg o warto$ci zdyskontowane;.

Rozwazymy teraz przypadek wzrostu wyktadniczego: r(t) =r = const, wowczas
rozwigzanie k_ mozna zapisa¢ w postaci:

400
(o) = Z k0(t; — 7)e T

Jest to dyskretna transformata Laplace’a z przesunigtym argumentem, w szczegdlnosci, gdy
dyskontujemy na chwile poczatkowa otrzymujemy standardowa posta¢ transformaty. Z




punktu widzenia matematyki finansowej otrzymaliSmy zdyskontowang na chwilg¢ 7 sumg
wplat przy kapitalizacji ciggtej i chwilowej stopie procentowej r.
1

Inny przyktad otrzymamy przyjmujac nastgpujaca postaé stopy zmian: r(t) = © (T + —)

r) 1+rT

r

. Wowczas, przy t; >t > — 1 , Tozwigzanie k_ jest nastepujace:

kG)

Co jest wzorem na biezacg warto$¢ (aktuahzaqa na chw1lq T) przysztych wplat przy
oprocentowaniu prostym.

Przyktad 2 (Zwigzek pomiedzy kapitalizacjq cigglq i dyskretng)
Rozwazmy teraz przestrzen dystrybucji temperowanych S'(R) i jej elementy zadawane
funkcjami postaci H, () . (7' —to) (dystrybucje regularne) z wyrézniona chwilg t, sugerujaca
chwile, na ktora naste;puje dyskontowanie:
— — n-1 -t

HP (7' —t,) = Alt%(:— 1t)0!) (T to) e B
Biorgc pod uwage rozwigzania zadawane funkcja Greene’a G_(to, T'), znajdujemy, przy statej
stopie zmian r(t) = r = const:

(n)
¢ (fo) = 1+ rAp)n
Funkcje H&?) (t' — ty) nazywaé bedziemy czasowymi funkcjami dyskontowymi, a funkcje
H A(rtl)(to) procentowymi. Zauwazmy, ze te drugie nie zalezg od chwili ¢ na ktérg dokonujemy
dyskontowania. Jest to zrozumiale z inwestycyjnego punktu widzenia — nieskonczony
strumien wptat nie zalezy od chwili na ktoéra dokonujemy dyskontowania.
Istnieje wzajemnie jednoznaczna zalezno$¢ pomiedzy czasowymi funkcjami dyskontowymi i
procentowymi. Mianowicie, w pierwszym przypadku iloczynem jest splot, a w drugim

zwykle mnozenie — co jest wlasno$cig transformaty Laplace’a, mamy wigc:

1
(n+k)
_HATtl

(m) (F) _
Hy,” = Hy™ = At
Czemu odpowiada:

Ay +Hy =Hy ™
Wiedzac, ze delta Diraca jest jedynka splotu i obliczajagc pochodne czasowych funkcji
dyskontowych mozna rozszerzy¢ ich definicj¢ na ujemne wartosci parametru n, CO prowadzi

do zaleznoSci:
n

HTP@ = ) (1) @Ome™(E - ty)

m=0
Procentowe funkcje dyskontowe majg wowczas postac:

S (t) = (1 + rAt)"




Procentowe funkcje dyskontowe pojawiajg si¢ w standardowych metodach wyceny kapitatu
stosowanych w matematyce finansowej. Poprzez powyzsza odpowiednio§¢ mozna je
jednoznacznie odwzorowa¢ na funkcje czasowe, co zadaje zalezno$¢ pomigdzy
standardowymi metodami ,,dyskretnej” wyceny kapitalu, a metodami cigglymi (tzn.
zaleznymi od ciagglego parametru). Rozstrzyga to znany dylemat pomi¢dzy obu metodami —
obie sg rownowazne, kazda z nich ma swoje plusy i minusy. W szczegdlnos$ci zamiast rownan
dystrybucyjnych, o ktérych byta dotychczas mowa mozna rozwaza¢ rdGwnania roznicowe:

Ak(t;—1)

At

W  teorii réwnan roznicowych réwniez istnieje metodologia ich rozwigzywania
wykorzystujaca funkcje Greene’a, maja one zwigzek z wyzej rozwazanymi procentowymi
funkcjami dyskontowymi. W tym sensie istnieje jednoznaczna zalezno$¢ pomigdzy
»dyskretng” 1 ,,ciaglta” matematyka finansowa.

= 1k(ti—1) + h(t;i—1)




